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Punteggio
(1) Sia X la variabile aleatoria data dal numero di lanci di una moneta necessari per
ottenere testa 2 volte. Si denoti con p la densità di X.
(a) Determinare p(1), p(2) e p(3);
(b) determinare p(k) per ogni k > 0;
(c) verificare che X è somma di due variabili indipendenti aventi la stessa densità
geometrica modificata;
(d) calcolare E[X];
Soluzione.
(a) Evidentemente p(1) = 0 in quanto non possiamo ottenere 2 teste con 1 lancio.
p(2) = 1/4 in quanto la probabilità di ottenere 2 teste su 2 lanci è 1/4. Riguardo
p(3), ci sono 2 modi in cui otteniamo testa per la seconda volta al terzo lancio
(TCT e CTT) sugli 8 possibili e quindi p(3) = 2/8 = 1/4.
(b) Sia Y la variabile numero di teste nei primi k− 1 lanci e Z la variabile B(1, 1/2)
che fa 1 se il k-esimo lancio dà testa. Si ha
{X = k} = {Y = 1} ∩ {Z = 1}.
Si ha chiaramente che Y è binomiale B(k− 1, 1/2) e che Y e Z sono indipendenti.
Abbiamo quindi
p(k) = P (X = k) = P (Y = 1) · P (Z = 1) = (k − 1)(1/2)k−1 · (1/2) = (k − 1)(1/2)k.
(c) Se denotiamo conX1 il numero di lanci necessari per ottenere la prima testa e e con
X2 il numero di lanci necessari per ottenere la seconda testa dopo aver ottenuto
la prima, abbiamo chiaramente X = X1 + X2 e che le due variabili X1 e X2 sono
geometriche modificate di parametro 1/2.
(d) Si ha E[X] = E[X1] + E[X2] =
1
1/2
+ 1
1/2
= 4.
(2) Un impianto d'allarme dà falsi allarmi in intervalli di tempo che seguono una legge
esponenziale di media 1 anno.
(a) Calcolare la probabilità che nel prossimo anno ci sia qualche falso allarme;
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(b) sapendo che in un anno ci sono stati 2 falsi allarmi, qual è la probabilità che
nell'anno successivo ci sia almeno un falso allarme?
(c) Due case montano questo impianto d'allarme. Qual è la probabilità che almeno 1
dia un falso allarme nei prossimi 6 mesi? E tutti e 2?
Soluzione.
(a) Sia T la variabile tempo necessario (in anni) per avere un falso allarme. (Siccome
la variabile T soddisfa la proprietà di mancanza di memoria non è necessario
specificare l'istante iniziale). Per ipotesi la variabile T è esponenziale di parametro
λ = 1 e quindi la sua funzione di ripartizione è data da F (t) = 1 − e−t. Sia A
l'evento A = { Si verifica almeno un falso allarme nel prossimo anno }. Si ha
chiaramente A = {T ≤ 1} e quindi
P (A) = P (T ≤ 1) = F (1) = 1− e−1 = 0.632.
(b) Per la mancanza di memoria della variabile esponenziale questa probabilità è
uguale a quella calcolata nel punto (a).
(c) Siano T1 e T2 le variabili tempo necessario (in anni) per avere un falso allarme
delle 2 abitazioni. Possiamo a questo punto ricordare che min(T1, T2) è ancora
esponenziale di parametro 1+1=2 e quindi
P (min(T1, T2) <
1
2
) = 1− e−2 12 = 0.632.
Riguardo il massimo possiamo ricordare la formula da lezione oppure ricavarcela
osservando che
P (max(T1, T2) <
1
2
) = P (T1 <
1
2
, T2 <
1
2
) = P (T1 <
1
2
)P (T2 <
1
2
) = (1− e− 12 )2 = 0.159.
(3) Si vuole fare un test per capire se un nuovo medicinale sia efficace in almeno il 70%
dei casi. Provando tale medicinale su 78 pazienti determinare in quali casi si accetta
l'efficacia del medicinale con significatività al 5% e all'1%.
Soluzione.
Siamo nella tipica situazione in cui è più opportuno effettuare un test ad una coda. For-
muliamo quindi l'ipotesi H0 : µ ≥ 0.70, dove µ è la probabilità che la medicina sia efficace su
un paziente scelto a caso. Effettuando un test su 78 pazienti, nell'ipotesi µ = 0.70 abbiamo
che la variabile X¯78 avrà media 0.70 e scarto quadratico medio
√
0.70·0.30
78
= 0.052. Abbiamo
quindi che X¯78 ∼ N(0.7, (0.052)2) e quindi con probabilità 95% avremo
X¯78 > 0.70− 1.64 · 0.052 = 0, 615
e quindi accettiamo l'ipotesi con significatività al 5% se il medicinale è efficace su 0, 615 ·78 =
48 pazienti.
Con significatività all'1% accetteremo l'ipotesi se il numero di pazienti che hanno avuto
giovamento è almeno 78(0.70− 2.33 · 0.052) = 46.
